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Ïîëó÷åííûå â 2019 ãîäó ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ãîäó óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñ
âåñàìè.

Òåîðåìû ïåðåíîñà äëÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñ âåñàìè. Ïóñòü çàäàíà ìàò-
ðèöà

Θ =

θ11 · · · θ1m
...

. . .
...

θn1 · · · θnm

 ∈ Rn×m, n+m = d,

è âåùåñòâåííîå ÷èñëî γ. Â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé îäèí èç íàèáîëåå êëàññè-
÷åñêèõ âîïðîñîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, èìååò ëè ñèñòåìà íåðàâåíñòâ{

|x|m 6 t

|Θx− y|n 6 t−γ
(1)

íåíóëåâîå ðåøåíèå (x,y) ∈ Zm ⊕ Zn ïðè áîëüøèõ t. Çäåñü | · | îáîçíà÷àåò sup-íîðìó. Â
ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé sup-íîðìà çàìåíÿåòñÿ íà ñðåäíåå
ãåîìåòðè÷åñêîå. Äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ ñ âåñàìè � â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîìåæóòî÷-
íûé øàã ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïîñòàíîâêàìè. Äëÿ çàäàííûõ âåñîâ σσσ = (σ1, . . . , σm) ∈ Rm,
ρρρ = (ρ1, . . . , ρn) ∈ Rn,

σ1 > . . . > σm > 0, ρ1 > . . . > ρn > 0,
m∑
j=1

σj =
n∑
i=1

ρi = 1,

ðàññìàòðèâàþòñÿ âçâåøåííûå íîðìû | · |σσσ è | · |ρρρ ,

|x|σσσ = max
16j6m

|xj|1/σj äëÿ x = (x1, . . . , xm),

|y|ρρρ = max
16i6n

|yi|1/ρi äëÿ y = (y1, . . . , yn).

Ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî ñèñòåìû (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà{
|x|σσσ 6 t

|Θx− y|ρρρ 6 t−γ
. (2)

ßñíî, ÷òî ïðè σj ðàâíûõ to 1/m è ρi ðàâíûõ 1/n ñèñòåìà (2) ïðåâðàùàåòñÿ â (1).

Îïðåäåëåíèå 1. Âçâåøåííàÿ äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà ωσσσ,ρρρ(Θ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ γ, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (x,y) ∈ Zm+n äëÿ ñêîëü
óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèé t.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàâíîìåðíàÿ âçâåøåííàÿ äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà ω̂σσσ,ρρρ(Θ) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ γ, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (x,y) ∈ Zm+n

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.
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Â ýòîì ãîäó óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïåðåíîñà.

Òåîðåìà 1. Ïîëîæèì ω = ωσσσ,ρρρ(Θ) è ωᵀ = ωρρρ,σσσ(Θᵀ). Òîãäà

ωᵀ >

(
ρ−1
n − 1

)
+ σ−1

m ω

ρ−1
n +

(
σ−1
m − 1

)
ω
.

Òåîðåìà 2. Ïîëîæèì ω̂ = ω̂σσσ,ρρρ(Θ) è ω̂ᵀ = ω̂ρρρ,σσσ(Θᵀ). Òîãäà

ω̂ᵀ >


1− σmω̂−1

1− σm
ïðè ω̂ > σm/ρn

1− ρn
1− ρnω̂

ïðè ω̂ 6 σm/ρn

.

Òåîðåìà 1 îáîáùàåò íà ñëó÷àé äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñ âåñàìè êëàññè÷åñêóþ òåî-
ðåìó ïåðåíîñà Äàéñîíà. Òåîðåìà 2 îáîáùàåò íà ñëó÷àé äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñ âå-
ñàìè òåîðåìó àâòîðà, ïîëó÷åííóþ â 2012 ãîäó.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìà 1 óñèëèâàåò ñîâñåì íåäàâíèé ðåçóëüòàò ×îó�Ãîøà�Ãóàíà�
Ìàðíà�Ñèììîíñà.

Ïðèìåíåíèå ê íåîäíîðîäíûì ïðèáëèæåíèÿì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óäàëîñü òàê-
æå ïðèìåíèòü äëÿ íåîäíîðîäíûõ çàäà÷ òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñ âåñàìè.

Ïóñòü ηηη = (η1, . . . , ηn) ∈ Rn. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó{
|x|σσσ 6 t

|Θx− y − ηηη|ρρρ 6 t−γ
. (3)

Îïðåäåëåíèå 3. Íåîäíîðîäíàÿ âçâåøåííàÿ äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà ωσσσ,ρρρ(Θ, ηηη) îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ γ, ÷òî ñèñòåìà (3) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå
(x,y) ∈ Zm+n äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèé t.

Îïðåäåëåíèå 4. Íåîäíîðîäíàÿ ðàâíîìåðíàÿ âçâåøåííàÿ äèîôàíòîâà ýêñïîíåíòà ω̂σσσ,ρρρ(Θ, ηηη)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ γ, ÷òî ñèñòåìà (3) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå
(x,y) ∈ Zm+n äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.

Â ýòîì ãîäó óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ïîëîæèì ω = ωσσσ,ρρρ(Θ) è ω̂ηηη = ω̂σσσ,ρρρ(Θ, ηηη). Ïóñòü ω < (1− ρn)−1. Òîãäà

ω̂ηηη >
σm
ρn
· 1− (1− ρn)ω

ω − (1− σm)
.

Òåîðåìà 4. Ïîëîæèì ω̂ = ω̂σσσ,ρρρ(Θ) è ωηηη = ωσσσ,ρρρ(Θ, ηηη). Ïóñòü ω̂ < (1− ρn)−1. Òîãäà

ωηηη >


1− (1− ρn)ω̂

ρn
ïðè ω̂ >

1− σm
1− ρn

σm
1− (1− σm)ω̂−1

ïðè ω̂ 6
1− σm
1− ρn

.

Çäåñü ìû èìååì â âèäó, ÷òî (1− ρn)−1 = +∞ ïðè ρn = 1.
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Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àÿõ n = 1 èëè m = 1, íàèáîëåå àêòóàëüíûõ äëÿ òåîðèè äèîôàíòî-
âûõ ïðèáëèæåíèé, ýòè òåîðåìû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé ñèììåòðè÷íûé âèä.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ω, ω̂, ωηηη, ω̂ηηη � êàê â òåîðåìàõ 3, 4.

(i) Ïóñòü n = 1. Òîãäà

ω̂ηηη >
σm

ω − (1− σm)
, ωηηη >

σm
1− (1− σm)ω̂−1

.

(ii) Ïóñòü m = 1 è ω < (1− ρn)−1. Òîãäà

ω̂ηηη >
ω−1 − (1− ρn)

ρn
, ωηηη >

1− (1− ρn)ω̂

ρn
.

Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ÷èñåë. Ïðîäåëàííàÿ â ýòîì ãîäó ðàáîòà â îáëà-
ñòè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñ âåñàìè ïîçâîëèëà ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà ïàðàìåòðè÷å-
ñêóþ ãåîìåòðèþ ÷èñåë Øìèäòà�Ñóììåðåðà.

Ïóñòü Λ � ïðîèçâîëüíàÿ ðåø¼òêà ïîëíîãî ðàíãà â Rd ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ

T =
{
τττ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd

∣∣∣ τ1 + . . .+ τd = 0
}
.

Äëÿ êàæäîãî τττ ∈ T ïîëîæèì Bτττ = diag(eτ1 , . . . , eτd)B, ãäå

B =
{
x ∈ Rd

∣∣∣ |x| 6 1
}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λk(Bτττ ,Λ), k = 1, . . . , d, ïîñëåäîâàòåëüíûå ìèíèìóìû ïàðàëëåëåïèïåäîâ
Bτττ îòíîñèòåëüíî ðåø¼òêè Λ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè

Lk(τττ) = Lk(τττ ,Λ) = log
(
λk(Bτττ ,Λ)

)
, Sk(τττ) = Sk(τττ ,Λ) =

∑
16j6k

Lj(τττ ,Λ).

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê âîïðî-
ñû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ôóíêöèé Lk(τττ) è Sk(τττ). Ðàçëè÷íûå çàäà÷è òðåáóþò
ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ T , ïî êîòîðûì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòðåì-
ëåíèå τττ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â ýòîì ãîäó íàì óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ðåø¼òêè Λ îäíîìåðíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà T â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò äèîôàíòîâûì ïðèáëèæåíèÿì
ñ âåñàìè. Ýòî ïîçâîëèëî óñèëèòü òåîðåìû 1 è 2, ïðåäñòàâèâ èõ â âèäå öåïî÷åê íåðàâåíñòâ
äëÿ àíàëîãîâ ýêñïîíåíò Øìèäòà�Ñóììåðåðà. Â äàííûé ìîìåíò èä¼ò ðàáîòà íàä òåêñòîì
ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòüè. Îòìåòèì, ÷òî â ïðîøëîì ãîäó â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà T ìû ðàññìàòðèâàëè ñàìî ïðîñòðàíñòâî T , ÷òî ïîçâîëèëî â òàêîì æå êëþ÷å
óñèëèòü òåîðåìó ïåðåíîñà äëÿ äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò ðåø¼òîê.

Ïîäãîòîâëåííûå â 2019 ãîäó ðàáîòû

[1] O.N.German Transference theorems in Diophantine approximation with weights, ïðèíÿ-
òî â ïå÷àòü â Mathematika, DOI:10.1112/mtk.12022; arXiv:1905.01512

[2] Äâå ãëàâû â ìîíîãðàôèè D.Badziahin, O.German, M.Hussain, O.Karpenkov,

S.Kristensen, J. Schleischitz, D. Simmons, B.Wang Open problems, questions and

conjectures in Diophantine approximation and dynamical systems, ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè
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Äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ â 2019 ãîäó

◦ �Baikal Number Theory� (Îëüõîí, Ðîññèÿ, 26-30 àâãóñòà 2019), ïðèãëàø¼ííûé äîêëàä

◦ �Ergodic theory, Diophantine approximation and related topics� (Creswick, Àâñòðàëèÿ, 17-
28 èþíÿ 2019), ïðèãëàø¼ííûé äîêëàä

◦ �Transcendence and Diophantine Problems� (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 10-14 èþíÿ 2019), ïðèãëà-
ø¼ííûé äîêëàä

◦ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ � 2019� (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 15-25 àïðåëÿ 2019), óñòíûé äîêëàä

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

◦ Êóðñ �Òåîðèÿ ÷èñåë�, ìåõìàò ÌÃÓ, 4 êóðñ, ëåêöèè è ñåìèíàðû

◦ Ñïåöêóðñ �Ãåîìåòðèÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé�, ìåõìàò ÌÃÓ, 1-6 êóðñ

◦ Êóðñ �Òåîðåòèêî-÷èñëîâûå îñíîâû êðèïòîãðàôèè�, Áàêèíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ, 2 êóðñ ìà-
ãèñòðàòóðû, ëåêöèè è ñåìèíàðû

◦ Íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî äâóìÿ àñïèðàíòàìè (Èáðàãèì Òëþñòàíãåëîâ è Ýëüìèð Áèãóøåâ)
è ïÿòüþ ñòóäåíòàìè (Ìàêñèì Èëüìåòîâ, Àëåêñàíäð Áàíàðü, Àðòåìèé Ñîêîëîâ, Ãëåá
Äîìáðîâñêèé, Àëåêñàíäð Ìàëàõîâ)

◦ Ìèíè-êóðñ ïî òåîðèè ÷èñåë, Ìîñêîâñêèå îñåííèå ñáîðû ïî ìàòåìàòèêå, ÎÖ ¾Êîìàíäà¿

◦ Ìèíè-êóðñ ïî òåîðèè ÷èñåë, Äåêàáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà,
ÎÖ ¾Ñèðèóñ¿
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